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Dunque ~(SU(l,l)) = Aut(6) . In fine si verifica facilmente che ~ e
un omomorfismo di gruppi e che Ker ~ -
,
§ 1.2. METRICA DI POINCARE NEL DISCO.
Proviamo intanto il
Il O. d' S (l l)± I = centro, U . .
\.0 l
LEMMA DI SCHWARZ-PICK. p~ og~ 6 € Hot{6,6i, ~uLta
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Se 6 e Aut I li I vale d ~egno cU uguag.tù:U'lza. V'<:ceviVL6a ~e vale d ~egno
cU uguagU-anza -<:Il due pl.l.YLti. I; 1 I I; 2 cU li, è 6 e AlLt Ili j .
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9 e Hol(ò,ò) definita
-I; eli,e
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f e Hol(ò,ò) , laDimostrazione. Data
Se 6 e AlLtllij vale L'uguagU-anza '<:n ogn-<: I; e li .
6 e AlLt(lil .V'<:ceviVL6Cl -6e vale L'uguagU-anza '<:n uno
dalla
g(l;) - f(l;) - f(O)
l - f(O) f(l;)
verifica la g(O) - O. Quindi per il lemma di Schwarz 51 ha:
Ig(l;) I - f(1;) - f(O)
l - f(O) f(l;)
per ogni I; e li. (1.2.1)
Se vale l'uguaglianza per uno I; f O e g(l;) = iee I; per un
opportuno e e R e per tutti gli I; e ò • pertanto
f(l;) ie- e I; +f(O)e-
ie
-iel + f(O)e I;
cioé f e una trasformazione di Moebius. Per completare la dimostra
zione della l) basta sostituire, nella (1.2.1). alla f(l;) la fun-
Z10ne definita dalla
•
Proviamo la 2). applicando la 2) del lemma di Schwarz alla g(l;)
5 l ha:
Ig'(O)[ :" l cioé
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• se vale l'uguaglianza
g e una rotazione e quindi f una trasformazione di Moebius.Sostituendo
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alla f la funzione definita dalla
dimostrazione della 2).
si completa la
C.V.D.
La metrica di Poincaré su e la metrica riemanniana espressa
dall a 2
d~1
ds 2 _ ---------~--- _ g(~, ~) d~d~
(l _1~12)2 •
La curvatura Gaussiana di tale metrica è costante ed è uguale a -4.
-In generale, la curvatura Gaussiana della metrica 2hd~d~ e da-
ta da
2 _
-(l/h)·(a log h/a~a~) .
OSSERVAZIONE 2. Dal lemma di Schwarz-Pick segue che gli automor-
fismi olomorfi sono isometrie per la metrica di Poincaré.
Indichiamo con
<x> -
~
IxI
2
l - I~ I
per e x e <I
la lunghezza del vettore x, rispetto alla metrica di Poincaré, in ~.
La 2) del lemma di Schwarz-Pickdiventa
<, <l> ~
•per ognl ~ e t. ,
se vale l'uguaglianza in un punto ~ e t.
ogni ~,ed f e Aut(t.) .
si ha uguaglianza per
Distanza per la metrica di Poincaré. Sia w : t. X t. ---+ Il
'+
la funzio-
ne distanza definita dalla metrica di Poincaré:
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b
W(~1'~2) - inf f <a'(t) >a(t)dt
a
•per ognl ~1"2 e 6 •
ove l'estremo inferiore è preso su tutte le curve a: [a.b] .. 6
differenziabili a tratti che conglungono ~l e ~2 in 6.
Calcoliamo prima w(O.t) con t e 1R ,
(t
chiaramente w(o,t) I ds l log l+t- -
-
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Poiché w e invariante per Aut(6),
risulta per ~ e 6
•
,
2
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logl= -2r
l ~ I
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Utilizzando ancora l 'invarianza di w rispetto a Aut(6), calcoliamo
w(~I'~2) per ~1'~2 e 6.
Preso f e Aut(6) tale che f(~l) = O, si ha
l
= - log2
1+lf(~2)1
l-lf(~2)1
l
= -2 log
.el1+ e
~2 - ~I
l - 'I ~2
~2 - ~l
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Possiamo rienunciare il lemma di Schwarz-Pick, come segue:
(1.2.3)
se feAut(II) vale l'uguaglianza. Se vale l'uguaglianza in due pun
ti dusti nti ~ 1 e ~2 di e feAut Il .
OSSERVAZIONE 3 . Dalla (1.2.2) segue che le geodetiche della m~
trica di Poincaré passanti per il centro O di Il sono tutti e
soli i raggi del cerchio. Per conseguenza, dato un qualsiasi
~ e Il ,{O}, esiste una ed una sola geodetica passante per O e per
~. Quindi, in virtù dell 'omogenei ti di Il, per due punti distinti
qualsiasi di passa una ed una sola geodetica della metrica di
Poincaré. Tenuto conto che Aut(II) e il gruppo delle trasformazio
ni di Mobius, un semplice calcolo conduce al seguente risultato.
le geodetiche della metrica di Poincaré sono i diametri del cer-
chio e le intersezioni di con le circonferenze che incontra
no ortogonalmente )1I.
NOTA. Per le nozioni precedenti rinviamo il lettore, ad esemplO,
a l. Bi anch i [2J .
